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 المحاضرة الثانية

 مبرهنة: )تقبل دون إثبات(

𝑓(𝑧)ليكن  = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) ،ًعندئذٍ فإنّ العبارة الصريحة لـ  تابعاً تحليليا𝑓  بدلالة𝑧 

𝑓(𝑧)تعُطى بالمساواة التالية:  = 𝑢(𝑧, 0) + 𝑖(𝑣(𝑧, 0) 

 ـ 𝑥باستبدال كل  𝑧بمعنى آخر: يمكن كتابة التابع العقدي بدلالة   .0بــ  𝑦وكل  𝑧بـ

اكتب العبارة الصريحة  مّ ريمان، ث-لي باستخدام شرطي كوشيأثبت أنّ التابع التالي تحلي تمرين:

 .𝑧بدلالة  𝑓للتابع 

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑥 cos 𝑦 + (𝑒𝑥 sin 𝑦)𝑖 

 الحل: 

 لدينا 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 cos 𝑦  , 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 sin 𝑦 

  
َّ
 إن

ا
,𝑢من  كل 𝑣  التام على قابل للشتقاقℝ2 مشتقاته 

ّ
ا الجزئية من المرتبة الأولى ملأن

ي ℝ2على ومستمرة  موجودة
طي كوشر

قان لأجل أي -، كما أن شر
ّ
,𝑥)ريمان محق 𝑦) منℝ2   

  حيث
َّ
 : أن

𝑢𝑥 = 𝑒
𝑥 cos 𝑦 = 𝑣𝑦 

𝑢𝑦 = −𝑒
𝑥 sin 𝑦 = −𝑣𝑥 

 
ّ
 𝑦وكل  𝑧بــ  𝑥ل كل بدن 𝑧بدلالة  𝑓العبارة الصريحة لـ  . ولكتابةℂعلى  تحليلىي  𝑓وبالتالىي فإن

 :فنجد 0بــ 

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧 cos 0 + (𝑒𝑧 sin 0)𝑖 = 𝑒𝑧 

 ملحظة
 
ى تعريف التابع الأشي العقدي لاحقا  . : سنر

ل بمتسلسلة قوى: 
ّ
  التابع الممث

𝑟لتكن  > ∑، ولتكن 0 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛∞

𝑛=0  متسلسلة قوى نصف قطر تقارب  ها𝑟 .  ٍعندئذ

,𝐷(𝑧0 ،على قرص تقارب هذه المتسلسلة 𝑓تابع نستطيع تعريف  𝑟)  ،ةالتالي مساواةبال : 

𝑓(𝑧) = ∑𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛

∞

𝑛=0

 

ل ب  متسلسلة القوى
ّ
سمّي هذا التابع، التابع الممث

ُ
∑ون 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)

𝑛∞
𝑛=0 . 

هنة:  ل بمتسلسلة القوى  مبر
ّ
∑إن التابع الممث 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)

𝑛∞
𝑛=0 )  قابل للشتقاق )تحليلىي

ل بالمتسلسلة المشتقة ل   
ّ
∑على قرص تقارب  ها، ومشتقه هو التابع الممث 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)

𝑛∞
𝑛=0 . 
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 :
ّ
 أي أن

𝑓 ′(𝑧) = ∑ 𝑎𝑛𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛−1

∞

𝑛=1

        ∀𝑧 ∈ 𝐷(𝑧0, 𝑟) 

 :أي أن   ،حداً  : يمكن اشتقاق متسلسلة القوى على قرص تقاربها حداً نتيجة

       (∑𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛

∞

𝑛=0

)

′

= ∑ 𝑎𝑛𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛−1

∞

𝑛=1

 

 نعلم أنّ  مثال:

∑𝑧𝑛 =
1

1 − 𝑧
  ∶ 

∞

𝑛=0

 ∀𝑧 ∈ 𝐷(0,1) 

𝑓(𝑧)  أي أنّ التابع =
1

1−𝑧
∑لمتسلسلة باممثلّ  𝐷(0,1)الذي منطلقه   𝑧𝑛∞

𝑛=0  على قرص

 .𝐷(0,1)وهو تقاربها 

𝑔(𝑧)إنّ التابع  ملاحظة: =
1

1−𝑧
𝑧معرّف على كامل المستوي العقدي باستثناء النقطة   = 1 ،

∑المتسلسلة الممثل ب 𝑓التابع إلا أنّ  𝑧𝑛∞
𝑛=0 والتابع 𝑔(𝑧) =

1

1−𝑧
ن إلا على يغير متساوي 

 :معرف بالمساواة 𝑓لـ المشتق  فإن، وبالتالي )قرص تقارب المتسلسلة( 𝐷(0,1)القرص 

𝑓 ′(𝑧) =
1

(1 − 𝑧)2
= ∑𝑛𝑧𝑛−1

∞

𝑛=1

               ∀𝑧 ∈ 𝐷(0,1) 

 نتائج المبرهنة الأخيرة:

ً تابع  𝑓ذا كان إ .1 ∑ بمتسلسلة قوى ممثلًّ  ا 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛∞

𝑛=0 فإن ،𝑓  تابع قابل

 𝑘مشتقه من مرتبة كيفية   نّ إتهٍ من المرات على قرص تقاربها وغير من اً للشتقاق عدد

 :بالمساواة ذلك القرص معرف على

𝑓 (𝑘)(𝑧) = ∑ 𝑛(𝑛 − 1)… (𝑛 − 𝑘 + 1)

∞

𝑛=𝑘

𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛−𝑘       (∗) 

 الإثبات:

قاق ومشتقه ممثل تل بمتسلسلة قوى هو تابع قابل للشممثحسب المبرهنة السابقة، فإن أي تابع 

𝑓 فإنوبالتالي  ،ة للمتسلسلة الممثلة لذلك التابعبالمتسلسلة المشتق ′  ،𝑓 ′′ ،........... ،𝑓 (𝑘) ،

 :جودة ومعرفة على قرص التقارب وإنمو،  𝑘أي مرتبة لأجل 
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𝑓 ′(𝑧) = ∑  𝑛𝑎𝑛 (𝑧 − 𝑧0)
𝑛−1

∞

𝑛=1

 

𝑓 ′′(𝑧) = ∑  𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛−2

∞

𝑛=2

 

 

𝑓 (𝑘)(𝑧) = ∑𝑛(𝑛 − 1) … (𝑛 − 𝑘 + 1)

∞

𝑛=𝑘

𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛−𝑘 

∑لتكن  .2 𝑏𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛∞

𝑛=0 , ∑ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛∞

𝑛=0  متسلسلتي قوى متحدتين

,𝐷(𝑧0بالمركز ولهما المجموع ذاته على قرص التقارب  𝑟)ن ا، عندئذٍ فإنهّما متسلسلت

 ن.امتطابقت

 الإثبات:

∑ تينبالمتسلسل ينالممثلّ ينلتابعل 𝑓  ،𝑔 نرمز بـل 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛∞

𝑛=0،∑ 𝑏𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛∞

𝑛=0 

 :نجد (∗)بالتعويض في  على الترتيب. 

𝑓
(𝑘)(𝑧0) = 𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2) … (2)(1)𝑎𝑘 + ∑ 𝑛(𝑛 − 1) … (𝑛 − 𝑘 + 1)

∞

𝑛=𝑘+1

𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛−𝑘 

𝑓 (𝑘)(𝑧0) = 𝑘! 𝑎𝑘 + 0 ⟹ 𝑎𝑘 =
𝑓 (𝑘)(𝑧0)

𝑘!
 ∶  ∀𝑘 ≥ 0 

 :بنفس الأسلوب نجد أنّ 

𝑏𝑘 =
𝑔(𝑘)(𝑧0)

𝑘!
 ∶  ∀𝑘 ≥ 0 

𝑓(𝑧)ولما كان  = 𝑔(𝑧)  ً 𝑓فإنّ ( على قرص التقارب )فرضا (𝑘)(𝑧) = 𝑔(𝑘)(𝑧) وذلك ،

,𝐷(𝑧0من  𝑧محققّ لأجل أي  𝑟)  0وأي ≤ 𝑘. وبالتالي: 

𝑓 (𝑘)(𝑧0) = 𝑔
(𝑘)(𝑧0) ⟹

𝑘!بالقسمة على 𝑓 (𝑘)(𝑧0)

𝑘!
=
𝑔(𝑘)(𝑧0)

𝑘!
⟹ 𝑎𝑘 = 𝑏𝑘 ∶ ∀𝑘 ≥ 0 

 لتطابق أمثالهما. نابّين أنّ المتسلسلتين متطابقتوهذا ي

 :مما سبق نجد

  متسلسلة القوى والتي مركزها𝑧0 .الممثلّة لتابعٍ عقدي هي متسلسلة وحيدة 

 ن.اهما مختلفب التابعين الممثلّين المركز فإنّ ب انقوى متحدت اإذا اختلفت متسلسلت 

ن بالمركز عند مجموعة غير منتهية من النقاط التي تتجمع اقوى متحدت اإذا تطابقت متسلسلت .3

 ن.افإنّ هاتين المتسلسلتين متطابقت عند مركز هاتين المتسلسلتين)تتراكم( 
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𝑧0مجموعة غير منتهية من الأعداد العقدية، ولتكن  𝐴لتكن  ∈ 𝐴′ عندئذٍ فإنّه يوجد متتالية ،

{𝑧𝑛}  من عناصر𝐴  تتقارب من النقطة𝑧0 ّأي أن ،𝑧𝑛
        
→ 𝑧0. 

∑ولنفرض أنّ المتسلسلتين  𝑏𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛∞

𝑛=0 , ∑ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛∞

𝑛=0 ن عند امتطابقت

 .𝐴كل نقطة من نقاط 

𝑧𝑛  لمتسلسلتين السابقتين على الترتيب، وبملحظة أنّ باالتابعين الممثلّين  𝑔,𝑓وليكن  ∈ 𝐴 

𝑓(𝑧𝑛)   : )يكون لدينا = 𝑔(𝑧𝑛 بأخذ نهاية الطرفين ، و: 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓(𝑧𝑛) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑔(𝑧𝑛) 

 :بالنتيجةمستمر، هما ، وبالتالي كل من)مبرهنة( 𝐴قابل للشتقاق على  𝑓,𝑔نّ كل من أ بماو

𝑓 ( 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑧𝑛) = 𝑔 (𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑧𝑛) ⟹ 𝑓(𝑧0) = 𝑔(𝑧0) ⟹ 𝑎0 = 𝑏0 

,′𝑓بتكرار نفس العملية لأجل  𝑔′ :نجد 

𝑓′(𝑧0) = 𝑔′(𝑧0) ⟹ 𝑎1 = 𝑏1  

 

 نجد: 𝑘بتكرار نفس العملية حتى المرتبة 

𝑓 (𝑘)(𝑧0) = 𝑔
(𝑘)(𝑧0) ⟹ 𝑎𝑘 = 𝑏𝑘 

 :بالاستقراء الرياضي نجد أنّ 

𝑎𝑛 = 𝑏𝑛    ∶     ∀ 𝑛 ≥ 0 

 ن متطابقتان.االمتسلسلتف وبالتالي

 التوابع العقدية المألوفة:

 كثير الحدود العقدي: .1

𝑓(𝑧)هو تابع قاعدة ربطه  = 𝑎𝑛𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑧

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑧 + 𝑎0  حيث

𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 .ثوابت عقدية 

. وهذا يقتضي أنها قابلة للشتقاق ومستمرة ℂإنّ توابع كثيرات الحدود العقدية تحليلية على 

 .ℂومعرفة على 

 التوابع الكسرية العقدية: .2

𝑓(𝑧)هي توابع قاعدة ربطها لها الشكل  =
𝑃(𝑧)

𝑄(𝑧)
,𝑃(𝑧)حيث   𝑄(𝑧) ينكثيرا حدود عقدي. 

ℂ\{zتحليلية على المجموعة  إنّ التوابع العقدية الكسرية ∈ ℂ: 𝑄(𝑧) = 0}. 
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 التابع الأسي العقدي: .3

𝑒𝑥:  أنّ  في التحليل الحقيقيمن المعروف  = ∑
𝑥𝑛

𝑛!
∞
𝑛=0  لأجل أي𝑥   منℝ. 

∑في المتسلسلة  𝑥المتحول الحقيقي ب 𝑧باستبدال المتحول العقدي 
𝑥𝑛

𝑛!
∞
𝑛=0 نحصل على ،

∑  المتسلسلة
𝑧𝑛

𝑛!
∞
𝑛=0.  أنّ هذه المتسلسلة متقاربة  ،(1في مقرر التحليل العقدي ) بين ا،وقد

"، وبالتالي فإنّ ∞ يساويالعقدي "أي أنّ نصف قطر تقاربها بالإطلق على كامل المستوي 

"حسب  ℂتحليلي على  𝐸𝑥𝑝أو بـ  𝑒𝑧 التابع الممثلّ بهذه المتسلسلة والذي سنرمز له بــ 

 :بالمساواة ℂمعرف على  𝑒𝑧  مبرهنة سابقة"، أي أنّ:

𝑒𝑧 =∑
𝑧𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

 :عطى بالمساواةمشتقه يُ  وأنّ 

(𝑒𝑧)′ = (∑
𝑧𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

)

′

= ∑𝑛
𝑧𝑛−1

𝑛!

∞

𝑛=1

= ∑
𝑧𝑛−1

(𝑛 − 1)!

∞

𝑛=1

=
𝑛⟷𝑛+1

∑
𝑧𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

= 𝑒𝑧 

 أي أنّ التابع الأسي يساوي مشتقه.

 

 ...الثانية ...انتهت المحاضرة


